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Corrigé

Probléme I

1. Au bout d'un nombre pair de sauts le point lumineux ne peut se trouver qu'en P_3, ) ou P, et au bout
d"un nombre impair de sauts il ne peut se trouver qu'en P_y, P; ou P.

(a)

(b)

(©)

Soit A;, I'événement «de t = 0 a t = n le point lumineux ne s’est positionné ni en P_s ni en P» ».
Soit D, I'événement « le n-iéme saut est un saut vers la droite. »
Soit G, 'événement «le n-ieme saut est un saut vers la gauche. »
Si Ay, est réalisé alors a 'instant ¢ = 2k le point lumineux est en Py est donc A1 est réalisé. D’ot
p(Azk11) = p(Aag).
D’autre part, ona:
Agp = (Agp—2 N Gop—1 N Gag) U (Agg—2 N Dop—1 N Gop)

et donc ) L1
P(Azk) = p(Aa—2) X 7 + p(A2k—2) X 1 = S p(A2k—2)-
e L SR 1\" 1\*
Il s’agit d"une suite géométrique de raison oY d’ot p(Agi) = 3 p(Ap) = 5)
Donc
1\ F
Yh e N, plAain) =pldu) = (5)

Soit B,, I'événement « De l'instant t = 0 a l'instant ¢ = n, n > 0, le point lumineux ne s’est jamais
positionné en P_; et il se positionnera en P pour la premiere fois a I'instant ¢ = n ».

Onap(Ba+1) =0

et

Boy, = Agp—o N Dog.—1 N Doy,

p(Bay) = EP(A%J) = i (;) o = (;)kﬂ.

Soit C' I’événement « le point lumineux ne s’est jamais positionné en P_; et se positionne en P> pour
la premiere fois ».

0 00 [e’s) e’} n+1
OnaC = U B, etdonc p(C) = Zp(B") = Zp(Bgn) = Z <;) = %
n=1 n=1

n=1 n=

et donc

1



2.

(a) Alinstant ¢ = 0 le point lumineux se trouve en Py, donc E(X,) = V(Xp) = 1. X; ne peut prendre que
1
les valeurs 1 et —1 avec p(X; = —1) =p(X1 =1) = oY donc E(X;) =0etV(X;) =1
Le tableau suivant donne les lois de probabilités des variables X, X3 et X,.

k AT-1l01]2
T T T
X, = - : L
p(Xe =k) 1 (1) 5 (1) 411
Xa = _ - -
e AR
Xi=k | =|lol|2]o|2
p(Xa=k) | 4 8 8
D’ou
E 2] 3] 4
T 1
E(X,) 0| = | =
ll ok | 3
X)) |2 2L ]2
V(Xk) 16 | 16

(b) Pour calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X3, X4) dressons le tableau de loi du
couple (X3, X4) en utilisant la formule :

p(X3 =1, Xy =j) =p(Xy = j/X3 = i)p(X3 = 1)

Xy
X 20012
T[T
1 Z |z
g
1 0f=1|z
oE
2 0fo0]=
4
- . . 7
Cov(X3,X,) = E(X3X4) — E(X3)E(Xy)) et B(X3Xy) = > ijp(Xz = i, X4 = j) = 4 Donc
—2<i,j<2
2 .
Cov(X3, Xy) = 6 D’ou
Cov(X3,x 27
p(X3, X4) Kozn) __Jo

VYK VB9
2
(@ Onap(X,41=7) = Z p(Xny1 =74/ Xn =0)p(X,, =1), j€[-2,2]. D'ou le relations suivantes :

?
P(Xp1=-2) = %p(Xn =-1) M
Pt = 1) = p(Xa = =2) + 3p(Xn = 0) @

Py =0) = 5p(Xy = —1) + 5p(X, = 1) ®
P(Xnp1=1) = %p(Xn =0) 4)
PXns1=2) = 2p(X0=1)+p(Xa=2) ®)

(b) D’apres la question précédente, on a, pour tout n > 2 :



p(Xpt2=0) = %P(Xnﬂ =—1)+ %p(X”Jrl =1)
= % [p(Xn =-2)+ %p(Xn = 0)] + ip(Xn =0)
= %p(Xn =0)+ %p(Xn =-2)
_ %p(xn =0)+ % [p(Xn =0) - iMXH = 0)}

1
douVn > 2, anio —an+ gan_g = 0 ou encore 8a,,+2 — 8ay, + ap—2 = 0.
(c) Les suites vérifiant 8uy 41 — 8uy, + u,—1 = 0 sont données par :

242\ 2-v2\"
Vn € N, un:)\<+4\f> +u< f) , A eR.

4

2+v2\" 22
4 R

n
> et déterminons A et i grace

2-v2
4

(d) Posons ag, = uy, et agy+1 = 0. Alors ag, = A (

1 2 2
aux conditions initiales ag =1 = A+ petas = 9 = A ( +4\[) th (

1(2+v2\" L 1(2-v2 "
a = — —
S 4 2 4
Il est clair que lim ag, = lim agy4+1 = 0. Donc lim a, = 0.
n—00 n—00 n—o0

Probléme II

(a) Soit I'événement Bs : « choisir chaque année la région 2 durant les 3 premiéres années. » On a donc

B3 = AQ(l) N A2(2) N Ag(s)

) . On obtient

La formule des probabilités composées donne
p(Bs) = p[A2(1)] x p[A2(2)/A2(1)] x p[A2(3)/A2(1) N A2(2)] .
D’apres I'hypothese 5, p[A2(3)/A2(1) N Ax(2)] = p[A2(3)/A2(2)], donc
p(B3) = as(1) x a3y = 0,45 x (0,3)> = 0,0405.
Deméme, B,, = A2(1)NA2(2)N...NAz(n), donc toujours d’apres la formule des probabilités composées,

n—1

p(Bn) = p[A2(1)] [[ p[A2(i + 1)/A2(i)] = 0,45 x (0,3)" .
=1

(b) Le systeme {A;(1), A2(1), A3(1)} étant complet d’apres les hypotheses 1 et 2, donc d’apres la formule
de Bayes :

plA2(1)/A1(2)] = f[Al(Q)/Az(l)}Xp[Agu)]

> plAI(2)/Ai(1)] x p[Ai(1)]

=1

0,45 x 0,1
0,2x0,34+0,45x0,1+0,35x 0,6

9
= — ~0,143.
63 ’



(c) Soit C'l'événement : «'individu change de région entre la premiére et la deuxieme année. » On a:

C = [Al(l) N A1(2>] U [AQ(I) N A2(2>] U [A3(1) N A3(2)] .

1-p(C) =

p[A1(1)/A1(2)] x p[A1(2)] + p [A2(1)/A2(2)] x p (A2(2)] + p [A3(1)/A3(2)] x p [A3(2)]

= Ozl(l)all + al(l)an + 041(1)(111 = 0,265

Soit p(C) = 0, 735.

2. (a) Lesysteme {A;(n), A2(n), A3(n)} étant complet d’apres les hypotheses 1 et 2, donc d’apres la formule
de Bayes, on a pour tout i € [1, 3] :

3

plAi(n+1)] =) plAi(n+1)/4;(n)] x p[4;(n)].

j=1

3
Soit Vi € [1,3], as(n+1) = Z a;ja(n) ce qui exprime légalité matricielle suivante :
j=1

ar(n+1) ai(n)
ag(n + 1) =M ag(n) .
as(n +1) as(n)

Soit en réécrivant toutes ces relations aux tempst =n,t =n — ljusqu’at = 2:

(b) Calculons :

det(M)

Soit det(M) = 0, 12.

(20) - (2)
052(77») =M" 042(1) .
as(n) as(1)

(c) Cherchons le polyndme caractéristique de M :

P()\) = det(\l3 — M)

0,3 0,1 0,6 1 1 1
0,5 0,3 0,2|=1]05 03 0,2
0,2 0,6 0,2 0,2 0,6 0,2
1 0 0
0,5 —0,2 —0,3 :‘ _00’42 _%’3':0,12.
0,2 0,4 0 ’
A—0,3 —-0,1 —0,6
-0,5 A—0,3 —0,2
-0,2  —0,6 A—0,2
A—1 A—1 A-1 1 1 1
—0,5 A—0,3 —-0,2 |[=\A-1)| =0,5 X—0,3 —0,2
-0,2 —0,6 X—0,2 -0,2 —0,6 A—0,2
1 0 0
A—1)] 0,5 A+0,2 0,3 :()\—1)‘ Ajoof 0’;”
-0,2 —-0,4 A ’

Soit det(M) = (A — 1)(A* 4+ 0,2) + 0,12). Les valeurs propres de M sont les racines du polyndme
caractéristique, elles sont donc 1, —0,1 +44/0,11 et —0,1 —i,/0, 11.

(d) M admet trois valeurs propres distinctes complexes, donc elle est diagonalisable dans C, soit P la
matrice de passage de la base initiale a la base de vecteurs propres. On a donc

4



M = PDP tet M® = PD"P!

avec D = diag(1,\, A) (A = —0,1+14/0,11). La premiére colonne de P est un vecteur propre associée
a la valeur propre 1. Vérifions que le vecteur de composantes (1, 1,1) est vecteur propre associé a 1.

Calculons :
1 0,3 0,1 0,6 1 1
M1 |=[05 03 02 1 ]=|1
1 0,2 0,6 0,2 1 1
La matrice de passage est bien du type :
1 2 2 1 0 0
P=|14v¢ ¢ |etM=P| 0 A" 0 |PL
122 o0 X

(a) L'application linéaire X + PXP~! de .#3(R) de .#3(R) étant continue ( propriété des applications
linéaires continues en dimension finie ), alors comme || < 1,

00
lim M™ = P lim diag(l,A”,X") pl=pP|o0 o0 o0 |P!
n—oo n—oo
0 00
Or
1 0 0 1 2 2 1 0 0 a d d' a d a'
PloooO |Ptit=14¢ o 0 0 0 b v VvV | = a d d
0 0 0 1 2 2 0 0 0 c a d o'
a a/ a//
Soit lim M" = a da d’
n—oo a a/ a//
(b) Soit W = UV = (w;j)1<i,j<3. Pour tout j € [1, 3],
3 3
NUEHIVITES VIS S b
i=1 k=1 k=1 j=1

Donc la somme des éléments de chaque colonne de UV est 1.
(c) En utilisant le résultat de la question précédente, on montre par récurrence sur n que la somme des
éléments de chaque colonne de M" est 1.

et L = (lij)1<; j<3 = lim M".Onaalors, pour tout j € [1,3], mﬁ?) =

n—o0

e

Posons M™ = (mgﬂ))
T/ 1<i,j<3 -
1=

3
1, donc par passage a la limite on obtient : Z l;j = 1. Ainsi par unicité de la limite 3a = 3¢’ = 3a" =1,

i=1
1
soitdonca=d =d" = 3
061(1)
(d) Par continuité de 1’application linéaire X — X [ (1) | de .#3(R) dans .#5:(R), ona:
az(1)
ai(n) ai(1) (111 0,2
lim [ as(n) ( lim M™ 1) wl) | =z 111 0,45
TN as(n) e asz(1) 111 0,35
- : : 1
Soit nh_)rrgo ar(n) = nh_}ngo as(n) = nh_)ng() az(n) = 3
0000000000



